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Â ñâÿçè ñ ïîòðåáíîñòÿìè êîäèðîâàíèÿ è êðèïòîãðàôèè â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ ïðèêëàäíûå àñïåêòû òåîðèè êîíå÷-
íûõ ïîëåé. Îñîáåííîñòü âû÷èñëåíèé â êîíå÷íîì ïîëå ñîñòîèò â íåîá-
õîäèìîñòè âûáîðà ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ. Ïðàêòè÷åñêè èñïîëü-
çóþòñÿ â îñíîâíîì äâà: ïðåäñòàâëåíèå â ñòàíäàðòíîì è íîðìàëüíîì
áàçèñå, à òàêæå ïðîèçâîäíûå îò íèõ.

Ýëåìåíòû íîðìàëüíîãî áàçèñà (α, α2, α4, ..., α2n−1

) ÿâëÿþòñÿ êîð-
íÿìè îäíîãî è òîãî æå ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
îïåðàöèÿ âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ïîëÿ. Ïî-
ýòîìó ìîæíî âåñòè ðå÷ü î íàõîæäåíèè ìíîãî÷ëåíîâ, êîðíè êîòîðîãî
îáðàçóþò áàçèñ äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ â êîíå÷íûõ ïîëÿõ, â
÷àñòíîñòè íàõîæäåíèÿ êîðíåé êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé [1, 2]. Ñ òî÷-
êè çðåíèÿ êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè èìåþò çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíû
äâîè÷íûõ ñòåïåíåé, ò.å. 2n.

Âîçüìåì óðàâíåíèå x2+x = z, ãäå z � êîðåíü íåïðèâîäèìîãî ìíî-
ãî÷ëåíà f(x) è f(z) = 0. Åñëè x íå ëåæèò â ýòîì æå ïîëå GF (2m),
à ëåæèò â ðàñøèðåíèè ýòîãî ïîëÿ GF (22m), òî x � êîðåíü íåïðè-
âîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà F (x) = 0 è F ïîëó÷àåòñÿ èç f ïîñðåäñòâîì
îïåðàöèè A, ò.å.

F (t) = f(t2 + t).

Ìíîãî÷ëåí F ñòåïåíè deg F = 2m íåïðèâîäèì, à åãî ïåðèîä ðàâåí
åäèíèöå, ò.å. F (t+ 1) = F (t). Ïðè ýòîì Tr(f) = 1.

Åñëè æå x ëåæèò â òîì æå ïîëå GF (2m), òî ìíîãî÷ëåí, ïîëó-
÷åííûé ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè A èç ìíîãî÷ëåíà f ïðèâîäèì: F ′(t) =
p(t)q(t), T r(f) = 0, à deg p = deg q = m; � è x � êîðåíü îäíîãî
èç äâóõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ òîé æå ñòåïåíè m, ñâÿçàííûõ
ñîîòíîøåíèåì ñäâèãà: p(t+ 1) = q(t).

Åñëèm = 2k è Tr(x) = 1, òî ïðè ïîýòàïíîì ïðèìåíåíèè îïåðàöèè
A ïîëó÷àåòñÿ ïîëíîå áèíàðíîå äåðåâî, âåòâè êîòîðîãî áóäóò ñèìâî-
ëèçèðîâàòü ïðèìåíåíèå îïåðàöèè A, à âåðøèíàìè ñîîòâåòñòâåííî áó-
äóò ìíîãî÷ëåíû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ýòîé îïåðàöèè (ýòî äåðåâî



÷àñòè÷íî ïðåäñòàâëåííî íà ðèñ. 1). Åñëè ïðåäñòàâèòü øàã (ò.å. ïðè-
ìåíåíèå îïåðàöèè A) êàê óðîâåíü, òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âåðøèíà
ñ íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè 2n+1 ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïîñëå
ïðîõîæäåíèÿ âñåõ óðîâíåé ñ íåïðèâîäèìûìè ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè
2n. Ïðè÷åì, ÷èñëî ýòèõ óðîâíåé-øàãîâ ðàâíî 2n−1. Ïðèâîäèìîñòü
ìíîãî÷ëåíà, ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè A, çàâèñèò îò ñëåäà
ìíîãî÷ëåíà, ê êîòîðîìó áûëà ïðèìåíåíà ýòà îïåðàöèÿ [3].

Ðèñ. 1: Äåðåâî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2n

Ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 2n+1 ñî çíà÷åíèåì Tr = 1 âñåãäà ëåæàò â
íèæíåì óðîâíå, ò.ê. ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè A îíè äàþò íåïðè-
âîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2n, íà îñòàëüíûõ óðîâíÿõ ëåæàò ìíîãî-
÷ëåíû ñî çíà÷åíèåì Tr = 0.

Ñèììåòðè÷íûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 2n+1 ñî çíà÷åíèÿìè Tr =
Tr−1 = 0 ïîëó÷àþòñÿ èç ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2n ñî çíà÷åíèÿìè



Tr = 0, T r−1 = 1, à ìíîãî÷ëåíû 2n+1 ñî çíà÷åíèÿìè Tr =
Tr−1 = 1 èç àíàëîãè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2n ñî çíà÷åíèÿìè
Tr = Tr−1 = 1 ðîâíî ÷åðåç 2n øàãîâ, ïðè÷åì â îäíîé âåòâè ìîæåò
âñòðåòèòüñÿ òîëüêî îäèí ñèììåòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí îäíîé ñòåïåíè.

Íà îñíîâàíèè âûøåèçëîæåííîãî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè h(z) = x, deg z = 2n, deg x = n, òî Tr(z) =
Tr(x), ãäå h(z) = (z + z−1) � îòíîñèòåëüíûé ñëåä ýëåìåíòà z.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè z � êîðåíü ñèììåòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(z),
òî y � êîðåíü ïåðèîäè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà g(y) , ãäå y = 1

z+1 . È íà-

îáîðîò, åñëè g(y) � ïåðèîäè÷åñêèé, òî f(z) � ñèììåòðè÷íûé, ãäå

z = 1
y+1 .

Òàêèì îáðàçîì, â ñòàòüå ðàññìîòðåí ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ âñåõ
íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2n ïîñðåäñòâîì îïåðàöèè A.
Ñâîéñòâà òàêîãî ïîëèêâàðàòè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ çíà÷èòåëüíî óïðî-
ùàþò ïðîöåäóðó ãåíåðàöèè ìíîãî÷ëåíîâ è äàþò âîçìîæíîñòü èçáå-
æàòü ïîëíîãî ïåðåáîðà ïðè ïîèñêå ìíîãî÷ëåíîâ áîëüøèõ ñòåïåíåé.
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